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2.3 Omoéwienie celu naukowego i wynikow prac
1. Wstep

Wkrotce po narodzinach mechaniki kwantowej, badanie korelacji kwantowych zaczelo
przyciggaé uwage badaczy. Rozwdj technik eksperymentalnych, jaki nastapit w ostatnich deka-
dach, spowodowatl istotny wzrost zainteresowania wlasnosciami kwantowych ukladéw zlozonych
z oddziahijacych czastek. Wzrost ten nastapil, w zwiazku z ich mozliwym zastosowaniem w roz-
nych galeziach informatyki kwantowej [1]. Doswiadczalnie mozliwe sa rézne realizacje takich
ukladow. Istotna zalet ukladéw wytwarzanych w laboratoriach jest mozliwos¢ kontrolowania ich
wlasnosci takich jak liczba czastek, oddzialywania miedzy nimi oraz ksztatt pulapki wigzacej.
Oprécz ultra-zimnych gazow atomowych, wykazujacych krotko zasiegowe oddzialywania, row-
niez uklady z dlugo zasiegowymi potencjalami oddzialywania sa realizowane eksperymentalnie.
Przykladami ich sa uklady z kulombowskim potencjalem oddzialywania takie jak np. kropki
kwantowe (sztuczne atomy) [2] oraz uklady jonow w pulapkach elektromagnetycznych [3]. Ukla-
dy te wykazujg szeroki wachlarz stanéw skorelowanych w tym stan krystalizacji Wignera, cha-
rakteryzujacy si¢ wyraZng lokalizacja czastek. Stan ten zaobserwowano w wielu eksperymentach
[3. 4, 5. 6]. Ostatnio na pierwszy plan wysuwaja si¢ badania nad wlasno$ciami ukladow z oddzia-
lywaniem dipolowym (dipole-dipole interaction (DDI)) [7-15]. Motywowane jest to postepem tech-
nologicznym, ktéry umozliwil osigganie oddziatywan DDI w eksperymentach z czasteczkami po-
larnymi [16-22]. Zaproponowane zostaly takze nowatorskie schematy obliczen kwantowych, z za-
stosowaniem takich ukladéw [23, 24]. Nalezy rowniez odnotowa¢ istotny postep eksperymentalny
w wyznaczaniu charakterystyk korelacji [25-28] oraz miar splatania kwantowego [29]. Dostarcza
to silnej motywacji do badania wilasnosci ukladow wieloczastkowych, jak i do opracowywania
efektywnych narzedzi teoretycznych pod tym katem.



Wiele publikacji naukowych zostalo poswieconych ukladom zlozonym z oddziatujacych
czastek w kontekscie badania wlasnoéci ich stanéw splatanych. Dostepne wyniki badan obejmuja
m. in. takie uklady jak uklady z oddzialywaniem typu kontaktowego (delta Diraca) [30-33], uklady
z oddzialywaniem kulombowskim [34-37], atom helu i atomy helo-podobne [38-43] oraz modele
zlozone z N czastek w pulapce harmonicznej z oddzialywaniem harmonicznym [ 44-53] i oddzial-
ywaniem r~“ (model Calogero) [54. 55]. Wyczerpujacy przeglad dotyczacy teoretycznych i ekspe-
rymentalnych aspektéw badania splatania w ukladach kwantowych znajduje si¢ w pracy [ 56].

Publikacje wlaczone do osiggniecia naukowego, obejmuja badania wlasnosci ukiadow
ztozonych z kilku oddziatujacych czastek. Ich celem bylo glebsze zrozumienie zjawisk korelacyj-
nych zachodzacych w takich ukladach, jak i rozwijanie metod teoretycznych do ich opisu.

Ponizej przedstawiam omowienie wynikow prac, wlaczonych do osiagnigcia naukowego.
Szczegodly dotyczace metod, teoretycznych i obliczeniowych, metodyki badan oraz otrzymanych
rezultatow znajdujg sie¢ w odpowiednich publikacjach. Skrécony opis zostal podzielony na trzy
czesci. W pierwszej czesci omowione zostang publikacje obejmujace badania splatania i korelacji
w roznych ukladach zlozonych z oddzialujacych czastek, w tym takich jak kropki kwantowe, ul-
tra-zimne gazy atomowe oraz atom helu i atomy helo-podobne. Kolejna czgs¢ poswigcona jest se-
rii publikacji o zastosowaniu przyblizenia harmonicznego do badania wlasnosci stanéw krystali-
zacji uformowanych przez czastki uwiezione w pulapce harmonicznej z potencjalem oddzialywa-
nia typu r ‘(d>0) (inverse power-law (IPL) interaction potential). Trzecia cze$é poswiecona jest
zastosowaniu optymalizowanej metody ED (exact-diagonalization) do uktadow z oddzialvwaniem
delta Diraca.

2. Badania wlasnosci stanéw splatanych

Prace [H1 - H3] dotycza wilasnosci dwu-elektronowych kropek kwantowych z potencja-
lem uwigzienia modelowanym putapka harmoniczna:

V{F}:—rg(mix%miy%mfzz). (1)

Praca [H1] rozwaza dwuwymiarowg kropke z pulapka izotropowa 0, =w,w,w [57-60]. Zo-
stalo wyprowadzone w niej rozwinigcie Slatera [61] funkcji falowej stanu singletowego we wspol-
rzednych biegunowych o rzeczywistych jednoczastkowych orbitalach. Zostal zbadany stan podsta-
wowy pod katem jego wlasnosci splagtania w szerokim zakresie wartos$ci bezwymiarowego parame-
tru g=e’/e,Vm/wh®. W szczegdlnosci pokazano, ze przestrzenna funkcja falowa stanu podstawo-

wego przyjmuje w granicy duzych rozmiarow kropki, tj. w granicy g-»co, postac :

A™)(r,,r,)8(0—
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gdzie 0=¢,— ¢, a¢,,¢, sa wspolrzednymi katowymi elektronéw, natomiast & jest deltq Diraca.




W granicy tej dochodzi wiec do separacji korelacji radialnych od katowych, przy czym elektrony
lokalizuja sie dokladnie po przeciwnych stronach centrum pulapki. Ponadto okazalo sig, ze czyn-
nik radialny A"/ ( r,,r,) mozna z dobrym przyblizeniem przedstawic, jako iloczyn dwoch identycz-
nych orbitali, co z kolei $wiadczy o znikomych przestrzennych korelacjach radialnych w granicy
krystalizacji.

Publikacia [H2] rozwaza tréjwymiarowa, sferycznie symetryczna kropke z potencjalem uwiezie-
nia v(r)=w’mr?/2i tzw. zanieczyszczeniem kulombowskim w jej centrum tj. vn(r)=n!£,r [62,
63]. Wyprowadzono rozwinigcia Slatera singletowych i trypletowych funkcji falowych stanow S
we wspolrzednych sferycznych. Zbadano takze wplyw zanieczyszczenia na wlasnosci splatania
stanu podstawowego i stanéw trypletowych o najniz-
szej energii w zaleznoéci od g=e’/e.\m/wh’. Poka-
zano, ze obecnos$¢ zanieczyszczenia istotnie modyfiku-
je wlasnosci korelacyjne stanow kropki. W przypadku
ujemnie natladowanego zanieczyszczenia entropie von

Neumanna stanoéw kropki, wykazuja niemonotoniczne
zachowanie w funkcji g, dazagc w granicy g= o do
granic wlasciwych. W pozostalych przypadkach sa
one monotonicznymi funkcjami gi daza w granicy
g~ o do nieskonczonosci, odzwierciedlajac fakt, ze
roénie jednoczesnie liczba jednoczastkowych stanow
obsadzonych przez elektrony. W przypadku singleto-

Rysunek 1. Zachow;nie dwach najnizszych ?veg-o'stan_u podsta‘.wowego, nietrywi'c‘llne l_corelacj ¢ po
warto$ci wlasnych macierzy gestosci singleto- JAW1a)a  S1¢ dla ujemnych wartosci n wigkszych od
wego stanu podstawowego w funkcji g dla n~—0.911. W takich przypadkach w granicy du-
przykladowej wartos¢ n wiekszej od zych wartoéci g dominujg gléwnie dwie wartosci wia-
n~-0.911. sne macierzyv gestosci o funkcjach wlasnych, ktore za-
leza jedynie od wspolrzednej radialnej (rysunek 1), co $wiadczy o znikomych korelacjach kato-
wych. W przypadku dodatnio (ujemnie) naladowanego zanieczyszczenia, stopien splatania stanow
kropki jest wiekszy (mniejszy) od odpowiednikow w przypadku braku zanieczyszczenia.
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W pracy [H3] zbadane zostaly wlasnosci dwu-wymiarowej kropki z uwigzieniem modelowanym
anizotropowa pulapka: @ #o @, . Zbadano wilasnosci stanu podstawowego i stanow try-

pletowych o najnizszej energii w zaleznosci od bezwymiarowego parametru g= e’le.ymlw B

i wspolczynnika anizotropii pulapki ¢ =@ :@,. W ramach przyblizenia harmonicznego wyprowa-
dzono réwnania calkowe, wyznaczajace rozwiniecia Slatera dla funkcji falowych stanéw krystali-
zacji Wignera, tj. w granicy g-> co. Wykazano, ze w tej granicy ruch w kierunku poprzecznym jest
niezalezny od ruchu w kierunku podluznym tzn. funkcje falowe stanéw krystalizacji sa ilo-
czynami funkcji o wspolrzednych x,,x, oraz y,,y,. Wynika z tego, ze brak jest korelacji po-
miedzy ruchami w obu kierunkach. Rysunek 2 prezentuje sze$¢ najnizszych wartosci wlasnych
macierzy gestoéci otrzymanych dla stanéw krystalizacji o najnizszej energii, w funkeji anizotropii
pulapki €. Jak mozna zauwazy¢ z rysunku, wlasnosci splatania stanu krystalizacji silnie zaleza od



¢ jedynie w zakresie 1<e<¢_,£,~1.4, podczas gdy zakres e>¢ , odpowiada w zasadzie granicy
icisle jednowymiarowej £ 0. Pokazano, ze w tej granicy jedynie dwa najnizsze orbitale natural-
ne sa dominujace. W konsekwencji funkcje trypletowego stanu krystalizacji s,=+1 uformowane-
go w pulapce o wspélezynniku anizotropii € wiekszym od £, mozna z dobrym przyblizeniem
przedstawi¢, jako jeden wyznacznik Slatera, co z kolei §wiadczy o tym, Ze jest to stan stabo splata-
ny. Natomiast odpowiednie singletowe i trypletowe funkcje falowe stanéw krystalizacji Wignera
s,=0 mozna z dobrym przyblizeniem przedstawi¢, jako kombinacje liniowe dwéch wyznaczni-
kow Slatera. Okazalo sig, ze im mniejszy wspolezynnik anizotropii pulapki £, tym wigkszy stopien
splatania odpowiadajacego mu stanu krystalizacji.

“‘5_? Rysunek 2. Sze$¢ najnizszych obsadzen odpowia-
dajacych stanowi podstawowemu i stanom tryple-
towym o najnizszej energii w granicy krystalizacji
g-> oo w funkcji wspélczynnika anizotropii

€= 1@, (W tej granicy wszystkie obsadzenia sa
podwdjnie zdegenerowane). Czerwona pozioma li-
nia odpowiada warto$ci najnizszego obsadzenia
otrzymanego w granicy $cisle jednowymiarowe;
g0, AJ7"~0.4907.
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Gléwnym celem publikacji [H4] bylo zbadanie stanow zwigzanych atomu helu i atoméw helo-
podobnych pod katem ich stopnia splata-

nia. Dodatkows motywacjg do podjecia L s
i 5 P ,J. " Pt [H4] 0.0159157 0.0848999

tych badan byly istotne réznice w warto-

<ciach e N " d Dehesa et al. [38] | 0.015914

Sciach enfropii vom Neumanna Sy POC- ['gonetii et al, [30] | 0.01606 0.0785

stawowego atomu helu, ktore dostgpne Y.Clinetal. [40] | 0.015943

byly w owczesnej literaturze. W pracy | CHllinetal. [41] | 0.0159156

[H4] wyznaczono warto$¢ entropii von | Y.Clinetal. [42] | 0.015943 0.085022

Neumanna ze znacznie lepsza dokladnoscia | Huang et al. [43] 0.0675

niz we wezeéniejszych obliczeniach wyko- 01, 1 porgwnanie wynikéw pracy [H4], entropia liniowa
nanych innymi metodami przez innych au- i entropia von Neumanna, z wynikami literaturowymi.

torow [38-43] (tabela 1). Poprawnosé¢ naszego wyniku zostala takze potwierdzona w pracy [64].
Ponadto wyznaczono, po raz pierwszy, entropie von Neumanna dla stanéw podstawowych ato-
mow helo-podobnych.

Prace [H5, H6] poswigcone sa kwazi-jednowymiarowym ukiadom bozonowym.



W pracy [H5] zostaly zbadane wlasnosci ukladu zlozonego z kilku bozonéw w putapce harmo-
nicznej, z kulombowskim potencjalem oddzialywania. Uklad ten stanowi np. model dla jonéw
uwiezionych w pulapce Pauliego [65]. Obliczenia zostaly przeprowadzone w granicy silnej anizo-
tropii pulapki e=w:w,>>1, 0, =w,=w w przyblizeniu jedno-modowym (single-mode appro-
ximation (SMA)). W ramach tego przyblizenia oddzialywanie pomig¢dzy czastkami przyjmuje po-
stac

( 2
e(x,—x,

= r
UlD(xl*Xz):\f%e : (1-erf[VE|x2—x1”)- (3)

Dla stanu podstawowego wyznaczono liniowa entropig, w zaleznosci od wspoélczynnika anizotro-
pii putapki ¢ oraz bezwymiarowego parametru g=e’/, mw, i’ i liczby czastek N . Pokazano, ze
entropia silnie zalezy od ¢ w zakresie malych wartosci parametru g. Natomiast jej zaleznoé¢ od
¢ zanika w granicy krystalizacji Wignera tj. gdy g oo. Wartos¢ entropii jest najwigksza w grani-
cy jednowymiarowej& —> . W granicy tej dochodzi do tzw. fermionizacji, tzn. funkcje falowe bo-
zonéw Yy, nabierajg wilasnosci: ¢, =0 gdy x,=x; bez wzgledu na warto$¢ parametru g(g#0).
Pokazano, ze stan bozonowy fermionizuje z dobrym przyblizeniem przy mniejszych wartosciach
g im wigksza jest wartos¢ €. Wartos¢ krytyczna g, przy ktorej dochodzi do krystalizacji stabo za-
lezy od wartosci N, co najmniej w zakresie nieduzych wartosci N. Wykazano, ze przy ustalonych
wartoéciach parametréw ¢ i g( g#0) stopien splatania pomiedzy podukiadem zlozonym z jednej
czastki oraz poduktadem zlozonym z pozostatych N —1 czastek rosnie wraz ze wzrostem N.

W pracy [H6] porownane zostaly wlasnosci stanu podstawowego kwazi-jednowymiarowego
ukladu zlozonego z bozonéw oddzialujacych efektywnym potencjalem kulombowskim, z wlasno-
sciami odpowiednika z potencjalem oddzialywania delta Diraca. W szczegolnosci poréwnano sil-
nie skorelowane granice obu ukladow pod katem réznic w ich spektrach obsadzen i splatania tj.
odpowiednio granice krystalizacji z granica gazu TG (Tonks-Girardeau gas) [66].

W pracy [H7] rozwazony zostal w jednym wymiarze dokladnie rozwiazywalny model zlozony

z N czastek w pulapce harmonicznej x*/2z harmonicznym potencjalem oddzialywania
U=g(x,—x j)Z [44-52]. Otrzymano dla stanu podstawowego dokladne wyrazenia na miary en-

tropowe (entropie von Neumanna s j liniowa entropie L' ), Wyznaczajace stopien splatania po-

miedzy poduktadem zlozonym z p czastek i podukladem ztozonym z pozostatych N— p czastek:

$®'=—1r[p'"log, p"’)]=—i~log2[(r+1)'”(t—l)l"]—l, )
i

LP=1-1[(pPP]=1-1, (5)
gdzie



2p(Ng+1)(N-p)
V1+2Ng

t::—}lv\/Nz—ZNp+2p2+ (6)

gdzie p'?’ to zredukowana macierz gestosci rzedu p, p -RDM, p'” } =Tk, rN[|¢r)<w|]. Ponadto
g

otrzymano analityczna postaé¢ tzw. wspolczynnika Kutzelnigga [(7]-statystycznej miary korelacji,

. J1+2Ng-1 &
V1+2Ng+N—1"

Rysunek 3 prezentuje zachowanie entropii splatania $'?) dla N=50 i wszystkich mozliwych po-
dzialéw ukladu na dwie czesci (p=1,...,25), w zaleznosci od g. W pracy przedyskutowano réow-

niez zachowanie entropii S'? ) wspélczynnika Kutzelnigga, jak i wzglednej energii korelacji w za-
leznosci od liczby czgstek N oraz wartosci g i p.

v

$8 Rysunek 3 Entropia von Neumanna dla N =50 w funkji In g
1 dla wszystkich mozliwych podziatow uktadu na dwie czgsci
p=1,...,25. Rysunek pochodzi z pracy [H7].
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W pracy [H8] zostal poddany analizie jednowymiarowy uklad zlozony z dwoch identycznych
czastek w pulapce harmonicznej z oddzialywaniem modelowanym potencjalem prostokatnym, t).
vy (x)=V dla |x|<a oraz v, (x)=0 dla [x|>a. Otrzymano analityczne rozwigzania réwnania
Schrédingera zaréwno dla stanéw bozonowych i fermionowych. Funkcje falowe ruchu wzgledne-
go o wspolrzednej x=x,—x, , parzyste (+) oraz nieparzyste (—) maja postac:

o (x) |8 (x), Ixi<a (®)
' (pff")(x),lx|20
gdzie
x: 2 x;' 2
¥ e u+l 1 - ) +2.3.x
¢L)(x)=e 41F1(T;E;x?)! ¢;(.r }(X)ZXE 41F1(HT'.5’.%)’ (9)



X x?

() N & u+1_1_x2 B u+2 3 x°
?, (x)=e U(T’E’?)’ @, (x)=xe U(T’E’-Z_)’ (10)
orazv=—E+V—1/2,u=—E,~1/2, przy czym poziomy energetyczne E;s3 wyznaczone przez

nastepujace rownania

(x) ()( )

(PE,:J(G)—-—-—M:H(X ) Ix:a—d)f,ﬂ(a)—dq’;x(x' |e=a=0- (11)

Ponadto zbadano wilasnosci stanéw ukladu w szerokim zakresie wartosci parametrow kontrol-
nych ai V. W szczegélnoici porébwnano je z wlasnosciami odpowiednika z oddzialywaniem kon-
taktowym pomiedzy czastkami v, (x)=gé(x), ktory jest odtwarzany przez rozwazany prosto-
katny potencjal oddzialywania przy V=g/2a w granicy a-=*0. Pokazano, ze w przeciwienstwie do
ukladu z oddzialywaniem kontaktowym, uklad z oddzialywaniem prostokatnym wykazuje stany
krystalizacji. Stan podstawowy krystalizuje w granicy fermionizacji g-» o poczawszy od wartosci
a wiekszej od a~2. Dokladne energie i ich funkcje falowe otrzymane w tej pracy, moga by¢ uzy-
teczne m. in. do testowania metod przyblizonych teorii wielu cial. Moga one rowniez stanowic
punkt wyjscia do konstrukeji przyblizonej wariacyjnej funkcji falowej dla odpowiadajacego pro-
blemu N -ciat (Jastrow-like anzats).

3. Kryvstalizacja: przyblizenie harmoniczne

Prace [H4, H9, H10, H11] zostaly poswigecone zastosowaniu przyblizenia harmoniczne-
go do badania wlasnoéci stanow krystalizacji, uformowanych przez czastki uwigzione w jednowy-
miarowej pulapce harmonicznej, z potencjalem oddziatywania typu |x["*(d>0) (inverse power-
law (IPL) interaction potential). Uklady takie opisane s3 Hamiltonianem:

N
% 1 o2
H=—= +VI(x. , X0, Xy ), 12
2,-=Zlax§ CHAEIR (12)
gdzie
N
Vg(xl,xz,...,xN)-—-lef+Z—g—d,d>0. (13)
=12 i lx—x]

Hamiltonian ten stanowi popularng platforme do symulacji niskowymiarowych ukladow kwan-
towych. W granicy krystalizacji g o kwantowe czastki lokalizuja sie w otoczeniu minimum

1/(2+d)
‘g

energii potencjalnej tzn. ¥, =[x{, x;,..., x5 ], x{=p , gdzie wartosci parametrow f; sa

wyznaczone przez nastepujacy uklad rownan:

aﬂkvg:'(31,...,BN),k=1,...,N. (14)



W ramach przyblizenia harmonicznego problem redukuje si¢ do Hamiltonianu N niesprzezonych
oscylatorow harmonicznych [68]:

N 2 22
1 d* o
H#A=) ——— 4120 (15)
g‘l 248* 2
gdzie cof sg wartosciami wlasnymi macierzy Hessego B= [Vg ] ] nxn - Macierz ta zalezy je-

dynie od wspolczynnikow B¢ . Tak zwane wspolrzedne normalne E ; dane s przez

&=[§,,&,,. ..,EN]TZUZ, z=[zi,zz,...,zN I', z=x,—x{, gdzie U jest macierza wektoré6w wia-
snych macierzy B.

Odtad wspolrzedne czastek w klasycznym stanie rownowagi trwalej {XfJ numerujemy

w kolejnosci rosnacej, tj. x{<x;<...<xy, x;=—x{_,,,, gdzie w przypadku nieparzystej liczby
czastek: X{y,, y1»=0. Stany wiasne Hamiltoniagu (12) sa dokladnie odtwarzane przez przyblizenie
harmoniczne w granicy g-» o [68]. W granicy tej poziomy energetyczne staja si¢ podwojnie zde-
generowane. Odpowiadaja im przestrzennie symetryczne (+) i antysymetryczne (—) funkcje falo-
we o postaci

A 1 \
w{_q“_,}m(xl,xz,...,)c”)=m§ sgn(A)q&n(xpm xlc,xp(z}-x;,...,xp(m—x; ) (16)

gdzie ¢, jest funkcja wilasnag Hamiltonianu (15), a suma przebiega przez wszystkie permutacje

wspolrzednych czastek, przy czym sgn(A ) jest réwne 1 dla bozonéw. Natomiast dla fermionow
sgn(A) jest rowne 1i —1, odpowiednio dla parzystych i nieparzystych permutacji. Zredukowana
macierz gestosci pierwszego rzedu ( p=1) obliczona z funkeji (16) ma posta¢ [H9, P17, P18]:

N

X, ) b2, Y, (17)

géw(

p

gdzie

p(X y N f ¢ MNyseeos Mg X— X,,ﬂ,u, JIN)¢‘n(’h---~»’L-_1»Y"X?,'Tms---’ﬂw)(nd’h«)- (18)

RN 1 k#i

W ogélnosci rozwiniecie Schmidta funkcji p?”“ (17) ma postaé [H9]:
P (x,y)=2 2 A I (y-y5), (19)

i=11=0

gdzie {).}i ! j [ v;"'| s3 wyznaczone przez nastepujacy uktad niezaleznych rownan catkowych:

[ pilxext, y+ yo v (x)dx=A v (y),i=1,...,N. (20)

10



Jak wyjasniono w pracy [H9] w przypadku parzystej liczby czastek, asymptotyczne obsadzenia

U‘ﬁ”} sa podwojnie zdegenerowane Aﬁi):AgN"i+1), vid(x )"V(,N "1(x). Natomiast w przypadku
nieparzystej liczby czastek spektrum zawiera obsadzenia niezdegenerowane J\ﬁ(mum oraz po-

dwojnie zdegenerowane. Z powodu wspomnianych degeneracji, posta¢ rozwinigcia Schmidta zre-
dukowanej macierzy gestosci jest niejednoznaczna. Inna postac niz (19) jest odpowiednio w przy-
padku parzystej i nieparzystej liczby czastek nastepujaca [H9]:

NI2 o

p=(x,y)=2, 2 Ay ()" (y)+ 1) (%)) (y)], (21)
i=11=0
i
o L ((N+1)/2)_((N+1)12) N+1)/2) W2 & (i) (i)
0 + +1 +1 2 i i
p7(x,y)=2 A v, (x)v! + 2 YA )Ry )+ () (p)],
=i i=1  1=0
(22)
gdzie -
(i) ¢ (N—i+1) c
; v | Xx—Xx; )tV X=Xt
n;n](x)z 1 ( I) I!_ ( N—i 1)’ (23)
v2
oraz
) c (N—i+1) i
X |+v X—Xu_is
T},[J(x)_w (X ,) 1‘;E ( N—i 1) (24)

W przypadku stanu krystalizacji o najnizej energii, odpowiadajaca mu funkcja wlasna
Hamiltonianu (15) ma postac¢

2
N 1 @, &z, 25,004 Zy)

©,
d)o(zl,zz,...,zN)-——H(?)"e ! , (25)

przy czym wyniki calek (18) sa nastgpujace [H9]:

—a [(x—x::")2+(y—x:}2]+bj(x~ ) y—x7)
& e (26)

pilx.y)=

W granicy g= o otrzymano, w ogélnym przypadku N czastek, analityczne wyrazenia na natu-

ralne orbitale {v}”] , ich obsadzenia {AS”

oraz na entropi¢ von Neumanna [H9]. Naturalne orbitale
okazaty sie by¢ funkcjami falowymi oscylatora harmonicznego wycentrowanymi na potozeniach

klasycznych czgstek w stanie rownowagi trwalej }xf U E:

11



1
W; L (x=x)?
W)= 2 H [ (xx0)], “
w2

o obsadzeniach

IPETS

o 1-vy;

A}l}:AiVi;lLly!’ (28)

gdzie w,=y4a’—b},y,=(2b,) " (V2a,+b,—v2a,—b,)*,a H[I;...]sa wielomianami Hermite’a.

c|

Jednakze wspotrzedne klasycznych czastek w stanie rownowagi trwalej [xi » itym samym war-
toéci parametréw w,, A, y,, udalo si¢ znalei¢ w postaci analitycznej jedynie w przypadkach
N=2i N=3.Dla wiekszych N trzeba je wyznacza¢ metodami numerycznymi. Niemniej jednak
koszt takich obliczeri jest nieporéwnywalnie mniejszy od kosztu poniesionego w przypadku nu-
merycznego wyznaczania funkcji falowych, orbitali naturalnych i ich obsadzen.

Rozwiniecia Schmidta i Slatera asymptotycznych dwuczastkowych funkcji falowych zdegenero-
wanego stanu podstawowego, odpowiednio symetrycznej i antysymetrycznej, mozna otrzymac
w postaci analitycznej dla dowolnego d{d>0).

W praktyce przyblizenie harmoniczne, i tym samym wzory przedstawione w tym podrozdziale,
obowigzuja, poczawszy od odpowiednio duzej wartosci parametru g, przy ktorej dochodzi do wy-
raznego rozdzielenia przestrzennego czastek. Dla przykladu: rysunek 4 demonstruje, jak trzy naj-
nizsze obsadzenia wyznaczone metodami numerycznymi dla ukladu bozonowego z oddziatywa-
niem kulombowskim zbiegaja wraz ze wzrostem g do wartosci otrzymanych, w ramach przyblize-
nia harmonicznego w granicy g- oo (wzor (28)).

Rysunek 4. Trzy najnizsze obsadzenia wyznaczone numerycznie dla
bozonowego stanu podstawowego ukladu (12) o parametrach
N=3id=1 w funkgcji In g. Poziome czerwone linie odpowiadaja
wartosciom otrzymanym w granicy g-—%co.

3.1 Zastosowania: oddzialvywanie DDI

Rezultaty powyzszego podrozdzialu moga znalez¢ szerokie zastawanie w badaniu wiasnosci kore-
lacyjnych réznych silnie skorelowanych ukladéw kwantowych. Dla przykladu, zademonstruje ich

12



uzyteczno$é¢ w badaniu wlasnoéci stanow krystalizacji, uformowanych przez identyczne czastki
oddzialujace potencjalem DDI :

Ul = Id;( 3('d)), (29)

ktore sa uwiezione w silnie anizotropowej pulapce harmonicznej,
~\_m
V(r):_z-(w2x2+w§ P, (30)

S:mplm>>1, gdzie zakladamy, ze dipole zorientowane sa w plaszczyinie x—z. Badania wia-
snosci ukladéw z oddzialywaniem DDI sg obecnie jednym z najbardziej aktywnych obszarow
dziatan fizyki doswiadczalnej i teoretycznej [7-15]. Przeskalowanie rownania Schrodingera zgod-
hie z r; 3 VhImo F.; E E/hw i zastosowanie przyblizenia jednomodowego (SMA) prowadzi do

Hamiltonianu [8-9]: v
+gZU & —X; )+ Ne, (31)

z efektywnym potencjalem oddzialywania:

2
2

U(x)=¢€*[- 2\/u|x|+e2 2m(1+ex’)erfe( \f[x[ —~8~85( (32)

3

Bezwymiarowy parametr g zwigzany jest z parametrami kontrolnymi ukladu w nastepujacy spo-
sob: g:—dzxfam 32(1+3c0s20)/8 K°'?, gdzie O jest katem pomiedzy x i d . Parametr g przyjmuje
wartoséci dodatnie (oddziatywanie odpychajace) dla katéw 0 z przedziahu arccos(1/ V3)<8<n/2.
Czlon delta Diraca w oddzialywaniu (32), niewidoczny dla fermionow, staje si¢ w granicy g-* o
nieodczuwalny rowniez dla bozonéw, co wynika z ich przestrzennego rozseparowania w tej grani-
cy (w granicy tej dochodzi do fermionizacji). Rozwinigcia Taylora funkcji

le

U (= (-21lve T VTR (LvelertelZIxlL )

wokol e =00 oraz wokol |x|=oc0 majg taka sama postaé, mianowicie:

4

=lx_l3_ -

Mozna pokazac¢, ze czton wiodacy w rozwinieciu (34), tj. 4| x| jest asymptotycznie rownowazny
funkcji (33) w obu granicach |x|2 0 ig=> o,

U'(x) (34)

H—l)! gnallxpml'

U'(x}~i. (35)

|xf?
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Jak wspomniano powyzej, czlon delta Diraca w oddzialywaniu (32) staje si¢, w granicy g-* oo, nie-
istotny. Stad oraz z faktu, ze odleglosci pomiedzy kazda para czastek daza w tej granicy do nie-
skonczonosci ( |xl.—x}.l->oo ) wnioskujemy, ze stany krystalizacji ukladu (31) mozna rownowaznie
opisa¢ jedynie za pomocg potencjatu oddziatywania (35).

W pracy [H10] rozwazono uklad dwéch czastek oddzialujacych potencjalem DDI. Dla
ukladu z potencjatem oddzialywania (35) wyznaczono w granicy g-* co rozwinigcia Schmidta (bo-
zony) i Slatera (fermiony) funkcji falowych zdegenerowanego stanu podstawowego w postaci ana-

litycznej:
w%?Fm(x:y)zzRI[LE(XI)RI(XZ)"'/_LI(XZ)RI(XI)]’ (36)
[
gdzie
- 1 1
k=vV(1-2%)/22',z=(5*-1)/(5%+1), (37)
L 4
oraz
: Lu(xe2 S(3g)° 2. 1
L(x)=Cje * U H[ W (x+2 5 (39)%)], (38)
1
—lw[x—27§[3 )Sl}z = 1
R(x)=Ce ? T H[Lw(x=2 *(3¢)°), (39)

i r_ 1
Cwhin Y21, w=b', (L|L)=(R|R, j=6;; <L’|R">gjm0’ ZZkazl.Entropia von Neu-

manna bozonowego stanu podstawowego otrzymana analitycznie w pracy [H10] ma postac:

2
zf -log, 2*—log,(1—27%)+1~1.24939, (40)

groo__
S5 =

gdzie z dane jest wzorem (37).

Rysunek 5 przedstawia zachowania entropii von Neumanna otrzymane numerycznie dla
ukladu z oddzialywaniem (32) w funkcji g dla kilku przykladowych wartosci €, gdzie pozioma
czerwona linia odpowiada wartosci entropii von Neumanna w granicy g-> oo (wzor (40)). Jak wi-
da¢, zgodnie z przewidywaniami, entropia von Neumanna dazy, ze wzrostem wartoscl g. ao war-
tosci przewidzianej przez przyblizenie harmoniczne, niezaleznie od wartosci wspotczynnika ani-
zotropii £ . Wynik ten potwierdza rozwazania zawarte na poczatku tego podrozdzialu, jak rowniez
poprawno$¢ wyprowadzonych w nim wzoréw. Konkluzje dotyczace wplywu anizotropii putapki
na splatanie stanu podstawowego, jednakze w przypadku pominiecia czlonu delta Diraca w po-
tencjale (32), znajduja sie w pracy [H10].
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Rysunek 5. Entropia von Neumanna bozonowego stanu podsta-
wowego dla £=10,50,500 (linie przerywane) oraz dla uktadu
bozonéw oddziatujacych potencjatem 4 g| x| (35) (linia cia-
gha) w funkcjilng .

3.2. Wiasnosci jednowymiarowych ukladéw z IPL

W pracy [H9] zostaly zbadane takze wlasnosci stanow krystalizacji ukladu (12), w zaleznosci od
rodzaju oddzialywania (w zaleznosci od d ). Rysunek ¢ przedstawia wartoéci entropii von Neu-
manna otrzymane w ramach przyblizenia harmonicznego w granicy g-* oo dla ukladow z d=1,3

s g0

L] d:l.g:\(’l_

¢ d=1pg=503

s+ d=1,g=1021

v d=).ge2664

L] d:l.g—*w

2 d=, g

2 3 4 5 6
N

Rysunek 6. Entropia von Neumanna bozo-

nowego stanu podstawowego krystaliza-

cji w zaleznosci od N dla ukladéw z od-

dzialywaniem d =1 i d =3. Podano prze-

stawione sa takze wyniki otrzymane dla

kilku wartosci g. Wyniki pochodza

z pracy [H9].

przyblizeniem przedstawi¢ w postaci:

N
2",y ) A

=1
=z

xf)vg}(y—xf).

(oddzialywanie kulombowskie i dipolowe), w funkeji N.
Ponadto celem jakosciowego ustalenia, jak wlasnosci
ukladu ewoluuja w funkeji g pokazane sa rezultaty otrzy-
mane numerycznie dla kilku przykladowych wartosci g.
Jak wida¢ entropia von Neumanna ro$nie monotonicznie
ze wzrostem liczby czastek N . Z jednej strony oznacza to,
ze stopien splgtania pomiedzy poduktadem zlozonym

z jednej czastki i podukladem zlozonym z pozostatych
N —1 czastek roénie ze wzrostem N, z drugiej za$ strony
wskazuje, ze roénie jednoczesnie liczba jednoczastkowych
stanéw obsadzonych przez czastki. Stopien skorelowania
stanow krystalizacji rosnie ze wzrostem warto$ci parame-
trud. Wyniki sugerujg, ze warto$¢ krytyczna g, przy
ktorej stan uktadu krystalizuje roénie z liczba czastek N.
Ponadto wyniki pokazaly, ze istniejy stany krystalizacji

N P
Wignera o wlasnosci Zi=l A[O')kfl. Innymi stowy zredu-

kowane macierze gestosci takich stanéw mozna z dobrym

(41)

Na przyklad, waznos¢ przyblizenia (41) w przypadku ukladu dwoch czastek oddzialujacych poten-
cjalem DDI, dyskutowanym w podrozdziale 3.1, uzasadnia rysunek 7, gdzie obliczenia zostaly wy-
konane dla przykladowej odpowiednio duzej wartosci g: g=>500, tak aby zapewni¢ stosowalnos¢

przyblizenia harmonicznego.
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Rysunek 7. Porownanie jednoczastkowych gestosci obliczo-

{ nych dla g=>500 : linia ciagta-dokfadnie numeryczny wy-

{ nik; linia przerywana - wynik przyblizony otrzymany zgod-
nie z (41) (A,"?)~0.48).

W pracy [H11] omdéwiono szczegblowo wlasnosci stanow podstawowych krystalizacji Wignera,
w granicznych przypadkach d- 0 oraz d -« w zaleznosci od liczby czastek N. Opracowano me-
tode wyznaczania charakterystyk korelacji w granicy d-0, opierajac si¢ na asymptotycznej re-
prezentacji potencjatu IPL w tej granicy: |[x[ ~1—dIn x. Pokazano, ze w granicy d-* oo wszystkie
obsadzenia daza asymptotycznie do zera, znaczy to, Ze ma miejsce nieskoniczona degeneracja.

W szczegolnosei w przypadku N=2 udalo si¢ uzyskaé asymptotyczne wyrazenie na obsadzenia
)‘.}"2] w granicy d - oo, mianowicie )1}1'2’ ~2(1/d)"*. W granicy tej piki jednoczastkowej gestosci
stanu krystalizacji nabieraja takich samych ksztaltow. Ich posta¢ otrzymano w postaci analitycz-
nej dla dowolnego N,

—N(x—x)

plx,x)=—==e . (42)

Réwniez, uécislone zostaly wyniki pracy [H9], mianowicie ustalono, ze stan krystalizacji ma

z dobrym przyblizeniem wlasnoé¢ (41) w przypadku, gdy odpowiadajacy mu blad wzgledny
SK=(K9>*—N)/N nie przekracza wartosci 0.2, gdzie K jest wspodlczynnikiem korelacji wy-
znaczajacym w przyblizeniu iloé¢ istotnych orbitali w rozwinieciu ((21)-(22)).

4. Optymalizowana metoda ED
W pracy [H12] przestudiowano optymalizowang metode ED (exact-diagonalization), z baza funk-

cji wlasnych oscylatora harmonicznego

Q

e
q&n(x):——g——-e 2 H[n;xvQ]. (43)

7*V2'n!

Zbadano jej efektywnos¢ w wyznaczaniu stanow ukladéw z oddzialywaniem delta Diraca,
V=96 (x,—x;). Prace dostepne w literaturze dotyczace uktadow z putapka harmoniczna zwykle

wykorzystujg metode ED z bazg (43) z parametrem Q=1, ktéra w praktyce jest wolno zbiezna.

16



W pracy [H12] zastosowano strategie polegajaca na minimalizowaniu pozadanych wartosci wia-
snych macierzy Hamiltonianu wzgledem Q. Pokazano, ze w ramach optymalizowanej metody ED,
zbiezne wyniki uzyskuje si¢ przy istotnie mniejszych wymiarach macierzy Hamiltonianu niz

w przypadku braku optymalizacji (Q=1). Dla przykladu, w przypadku stanu podstawowego
trzech czastek (bozonow) i silnego oddzialtywania g=10, zbiezne wyniki uzyskano przy stopniu
D macierzy Hamiltonianu dwudziestokrotnie mniejszym, niz w przypadku obliczen standardowa
metoda ED z Q=1, K=35(D=762) vs. K=100(D=14739) (rysunek 8). Dodatkowo wykazano
efektywnosé takiego schematu obliczeniowego, w przypadku ukladéw z potencjalami o bardziej
zlozonych ksztalttach niz pulapka harmoniczna.

0.30F 1 0.30 1
o2sf S 0.25}
0.20} 0.20 N=3
—_ N=3 — —ecxact
- e
*5. 0.15F |7 exact E. 0I5 |—K=15
orof | ool |—K=20
—— K=35 -~ K=35
0.05F | x—100 0.05}
0.00 0.00 -
00 0s 1.0 1.5 2.0 25 0.0 0.5 Lo 1.5 2.0 5

Rysunek 8. Profile jednoczastkowych gestosci otrzymane dla stanu podstawowego trzech bozonow i parame-
tru oddziatywania g=10, w funkgji liczby orbitali jednoczastkowych K uzytych w obliczeniach. Lewy ry-
sunek- wyniki otrzymane standardowa metoda ED z Q=1. Prawy rysunek wyniki uzyskane przy optymali-
zacji Q.

2. 4 Podsumowanie.

Prace wlaczone do osiagniecia, dotycza badan nad wiasnosciami uktadéw zlozonych
z kilku czastek. Ich celem bylo glebsze zrozumienie zjawisk korelacyjnych zachodzacych w takich
ukladach, jak i rozwijanie metod teoretycznych do opisu ich wlasnosci. Zbadano wlasnoéci dwu-
elekronowych kropek kwantowych z pulapka harmoniczna, pod katem stopnia splatania ich sta-
now wiasnych [H1-H3]. W szczegdlnosci duzo uwagi poswigcono stanom krystalizacji. Zbadano
ich wlasnoéci w zaleznosci od wymiaru pulapki, jej anizotropowosci i sily oddziatywania pomie -
dzy elektronami. Dodatkowo w pracy [H2] zbadane zostaly wlasnosci splatania stanéw kropki
w obecnoéci tzw. zanieczyszczenia kulombowskiego. W pracy [H4] wyznaczano z wysoka doklad-
noscia miary splatania dla stanu podstawowego atomu helu, poprawiajac tym samym dotychcza-
sowe wyniki dostepne w literaturze. W pracy [H5] zostaly zbadane wlasno$ci kwazi-jednowy-
miarowych ukladéw zlozonych z kilku bozonéw oddzialujacych potencjalem kulombowskim.
W pracy [H6] poréwnano silnie skorelowane granice kwazi-jednowymiarowych ukladow, z od-
dziatywaniem kulombowskim i oddzialywaniem delta Diraca pod katem réznic w ich spektrach
obsadzen i splatania. W pracy [H7] zbadano wlasnosci stanu podstawowego ukladu zlozonego
z czastek w pulapce harmonicznej z harmonicznym potencjalem oddziatywania. Uzyskano w niej
analitvezne wyrazenia na miary splatania pomiedzy podukiadem zlozonym z p czastek i podukta-
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dem zlozonym z pozostatych N— p czastek. Praca [H8] rozwaza uklad dwach czastek oddziatuja-
cych potencjalem prostokatnym. Otrzymano w niej analityczne rozwigzania rownania Schrodin-
gera, jak i zbadano wlasnosci stanéw wlasnych ukladu, w tym pod katem ich stopnia splatania.

W szczegdlnosci przedyskutowano roznice z granicznym przypadkiem oddzialywania delta Dira-
ca. W pracy [H9] opracowano kompletna metode oparta na przyblizeniu harmonicznym stuzaca
badaniu stanéw krystalizacji uformowanych przez czastki uwigzione w jednowymiarowej pulapce
harmonicznej z potencjalem oddzialywania |x|_d. Wyprowadzono catkows reprezentacj¢ asymp-
totycznej zredukowanej macierzy gestosci rzedu pierwszego w ogélnym przypadku N czastek.
Ponadto wyjaéniono nature degeneracji pojawiajacych sie w jej spektrum. Co wiecej dla stanu
podstawowego otrzymano analityczne wyrazenia na asymptotyczne orbitale naturalne, ich obsa-
dzenia oraz entropie von Neumanna. Opracowana metoda umozliwia badanie niewielkim kosztem
wlasnosci standw krystalizacji w szerokim zakresie liczby czastek N . Z pomoca tej metody, ujaw-
niono, ze istniejg stany krystalizacji o liczbach istotnych orbitali naturalnych, zgodnych z liczbami
ich czastek. Rezultaty otrzymane w pracy [H9] moga by¢ uzyteczne m. in. w badaniu wilasnosci
stanow krystalizacji Wignera takich eksperymgntalnie realizowanych uktadéw, jak np. ukiady jo-
néw w pulapkach elektromagnetycznych [3], czy uklady z oddzialywaniem dipolowym. Ostatnio
zostaly one wykorzystane np. w badaniu wlasnosci molekul Wignera w przypadku d =2 (model
Calogero) [54. 55]. Przedmiotem dalszych badan bedzie rozwijanie przyblizenia harmonicznego na

macierze gestosci wyiszych rzedow, p P =Tr, [|@){y]]. Zainteresowanie tym tematem mo-
p

o
tywowane jest postepem eksperymentalnym, jaki nastapil w ostatnich latach w wyznaczaniu cha-
rakterystyk korelacji wyzszych rzedow [ 25-28]. Punktem wyjscia bedzie wyprowadzenie caltkowe;
asymptotycznej reprezentacji p(p 'w ogdlnym przypadku N czastek, jak rowniez wyprowadzenie
rownan calkowych wyznaczajacych jej wartosci wlasne (p-obsadzenia) i funkcje wlasne (p-natu-
raine orbitale). W publikacji [H10] zbadane zostaly wlasnosci splatania dwu-czastkowego ukladu
z oddzialywaniem dipolowym w granicy kwazi-jednowymiarowej. W pracy [H11] przedyskuto-
wano wlasnoéci stanoéw krystalizacji z oddzialywaniem IPL w granicznych przypadkach d- 0 oraz
d= . W pracy [H12] przetestowana zostala efektywno$¢ optymalizowanej metody ED, do wy-
znaczania stanéw wilasnych ukladoéw z oddzialywaniem kontaktowym (delta Diraca).

3. Inne osiagni¢cia naukowe
3. 1. Lista publikacji nie wliczonych do osiagni¢cia naukowego

P1. P. Koscik, A. Okopiriska, Application of the Frobenius method to the Schrodinger equation for a spheri-
cally symmetric potential: anharmonic oscillator, ]. Phiys. A: Math. Gen. 38 (2005) 7743

P2. P. Koécik, A. Okopinska,Quasi-exact solutions for two interacting electrons in two-dimensional aniso-
tropic dots, ]. Phys. A: Math. Theor. 40 (2007) 1045

P3. P. Koécik, A. Okopiniska, The optimized Rayleigh-Ritz scheme for determining the quantum-mechanical
spectrum, ]. Phys. A: Math. Theor. 40 (2007) 10851

P4. P. Koscik, A. Okopinska, Particle correlations in anisotropic traps, |. Opt. Adv. Mat. 10 (2008) 1732
P5. A. Okopinska, P. Koécik, Two-boson correlations in various one-dimensional traps,

Few-Body Systems 45 (2009) 223
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P6. A. Okopinska, P. Koscik, Correlation and entanglement in elliptically deformed quantum dots,
Few-Body Systems 50 (2011) 413

P7. A. Okopinska, P. Koscik, Entanglement of Two Charged Bosons in Strongly Anisotropic Traps,
Few-Body Systems 54 (2013) 629

P8. A. Kuros, P. Koscik, A. Okopinska, Determination of quantum mechanical resonances by the optimized
spectral approach, ] Phys. A. 46 (2013) 085303

P9. P. Koécik, H. Hassanabadi, Entanglement in Hooke's law atoms: an effect of the dimensionality of the
space, Few-Body Systems 52 (2012) 189

P10. H. Hassanabadi, B. H. Yazarloo, P. Koscik, Rosen-Morse potentials for relativistic spineless particles; ap-
proximate solutions. Phys. Part. Nucl. Lett. 10 (6) (2013) 539

P11. P. Koécik, Bipartite correlations in quantum resonance states, Physics Letters A 380 (2016) 1256

P12. P.Koécik, J. K. Saha, Ground-State Entanglement Properties of Helium Atom in a Finite Spherical Cavity,
Few-Body Systems 56 (2015) 645

P13. P. Koécik, J. K. Saha, Entanglement in helium atom confined in an impenetrable cavity,
European Physical Journal D 69 (2015) 250

P14. A. Kuro$, P. Koscik, J. K. Saha, Doubly excited resonance states of helium atom: complex entropies
Few-Body Systems 57 (2016) 1147

P15. P Koécik, Comment on ,Entanglement of two interacting bosons in a two-dimensional isotropic har-
monic trap”, Physics Letters A 374 (2010) 2999

P16. P. Koscik, Fermionized Dipolar Bosons Trapped in a Harmonic Trap,
Few-Body Systems 58 (2017) 59

P17. P. Koécik, Three strongly correlated charged bosons in a one-dimensional harmonic trap: natural orbital
occupancies, European Physical Journal B 85 (2012) 173

P18. P. Koécik, R. Maj, Note on the Harmonic Approximation in the Treatment of Entanglement: N Cold

Trapped Ions, Few-Body Systems 55 (2014) 1253

P19. P. Koscik, M. Plodzien, T. Sowinski, Variational approach for interacting ultra-cold atoms in arbitra
pp g ry

one-dimensional confinement, arXiv:1804.06342 (2018)

3.2. Streszczenie pozostalych osiagnieé

W pracy magisterskiej zajmowalem si¢ badaniem zjawisk tunelowania kwantowego.
W 2003 roku zostalem zatrudniony na Akademii Swietokrzyskiej (obecnie UJK w Kielcach) na sta-
nowisku asystenta. Od tego czasu moje zainteresowania naukowe skoncentrowane s3 na przybli-
zonych metodach rozwigzywania réwnania Schrodingera, kwazi-dokladnie rozwiazywalnych
ukladach oraz na badaniu wiasnosci kwantowych ukladow wieloczastkowych. Méj doktorat opie-
ral sie gldbwnie na rezultatach prac [P1-P5]. Miedzy innymi opracowano efektywna metode do
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numerycznego wyznaczania stanéw wlasnych jednoczastkowego réwnania Schrédingera, dla
pewnych typow sferycznie symetrycznych potencjaléw [P1]. Otrzymano réwniez pewna klasg
dokladnych rozwigzan réwnania Schrodingera, dla modelu dwoch identycznych czastek oddziatu-
jacych potencjatem kulombowskim, uwigzionych w anizotropowej putapce harmonicznej (quasi-
exact solutions) [P2]. Dokladne energie i funkcje falowe uzyskane w tej pracy moga by¢ uzyteczne
m. in. do testowania metod przyblizonych teorii wielu cial. Po uzyskaniu stopnia doktora konty-
nuowatem prace na Uniwersytecie Humanistyczno-Przyrodniczym (obecnie UJK w Kielcach) jako
adiunkt. Kontynuowalem réwniez wspolprace z prof. A. Okopinska, ktora zaowocowata publika-
cjami [H3, H4, H5, H7, P6, P7, P8] z czego cztery prace wiaczone s3 do osiagniecia naukowego.
W 2010 roku rozpoczalem wspolprace z prof. H. Hassanabadi. Wynikiem tej wspotpracy sa publi-
kacje [P9, P10]. W 2013 roku bralem udzial wraz z prof. A. Okopinska i jej doktorantem A. Kuro-
siem w przygotowaniu publikacji [P8], ktora dotyczyta zastosowania optymalizowanej metody
Ritza do wyznaczania stanéw rezonansowych ukladow jednoczastkowych. W artykule [P11] wy-
prowadzono diagonalng reprezentacj¢ zredukowanej macierzy gestosci dla stanéw rezonanso-
wych (w ramach metody obrotu zespolonego yspéirzg‘dnych (complex scaling method CSM)). Po-
nadto artykul ten zawiera uogélnienie funkcji falowych gazu TG (Tonks-Girardeau gas), oryginal-
nie wyprowadzonych dla stanéw zwigzanych [66], na uklady wykazujace zaré6wno stany zwigza-
ne, jak i rezonansowe. W 2015 rozpoczatem wspélprace z dr J. K. Saha dotyczaca wplywu poten -
cjaltow zewnetrznych na wlasnosci splatania atomu helu, czego wynikiem s3 dwie prace [P12,
P13]. Wynikiem wspolpracy z doktorantem A. Kurosiem i dr J. K. Saha jest publikacja [P14] po-
$wiecona badaniu wlasnoéci stanéw rezonansowych atomu helu. Wyniki tej pracy stanowig czesc
pracy doktorskiej dr A. Kurosia. Praca [P16] dotyczy wlasnosci jednowymiarowych ukladow zlo-
zonych z czastek oddzialujacych potencjalem dipolowym. Prace [P17, P18] dotycza wlasnosci
splatania stanow krystalizacji Wignera uformowanych przez czastki uwigzione w jednowymiaro-
wej pulapce harmonicznej z kulombowskim potencjalem oddzialywania. W ostatniej pracy [P19],
zrealizowanej przy wspolpracy, wyprowadzono efektywny .ansatz” wariacyjny dla ukladow z od-
dziatywaniem czysto kontaktowym. W latach 2009-2010 bylem promotorem pracy magisterskie;
p.t. ,Analiza wlasnosci stanéw bozonowych w jednowymiarowych putapkach kwantowych”. Praca
dotyczyla wlasnosci gazu TG (Tonks-Girardeau gas) w podwdjnej studni potencjahu. Jestem
wspoétautorem 31 prac i samodzielnym autorem 11 prac [H1, H2, H6, H9, H10, H11, H12, P11,
P15, P16, P17].
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